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LES TECHNIQUES DE CALCUL

1. L’ordre alphabétique pour calculer les composantes de produits vectoriels (et en finir avec les

déterminants funestes). Par exemple : (ﬁ A ﬁ)y =E,B; — (z < x).

2. Le “truc” de Feynman (Le cours de physique, t. I, § 27-3) pour calculer le nabla d’un produit.

3. Les notations de la géométrie différentielle :
Composantes d’un vecteur vV Vi, 1=1,2,3, pour V., V} et V, respectivement.

e Dérivée “covariante” : 0; & 0/0r;, soit encore 91 = 9/0x, Oy = 0/Jy et I3 = J/0z.
e La convention d’Einstein : un indice qui figure deux fois (et pas plus de deux) dans un mondéme

signifie une sommation sur les trois valeurs de cet indice. Exemple : 0;V; = V -

Le symbole de Kronecker : les neuf nombres d;; bien connus. Par exemple, calculer : A;B;d
0ij 0k, Oii-

Le symbole de Levi-Civita : les 27 nombres ¢;;;, avec, par définition, ;5 antisymétrique par

R

rapport a toute transposition de deux indices, et €123 4. Vérifiez par exemple que (_A) A ?)l =
—
€ijk A B, que €;jkEiim = 0j10km — OjmOki, et calculez e;jkek, EijkEiji, A N (P) A 6'))

EXERCICES
On a tout oublié, et on recommence...

1. Champ scalaire et gradient
Par exemple, un bulletin météo affecte a chaque point de I’espace, & un instant donné, une valeur

de température T

Les points sont repérés par des coordonnées cartésiennes (x,y,z). On note alors T = f(x,vy, 2).
Exprimez la variation dT' de la température entre deux points voisins. (A propos, voisin ¢a veut
dire quoi ?)

En déduire la définition d’un champ (vectoriel) qui associe & chaque point de ’espace un vecteur,
noté v)T, tel que 'on ait dT' = vT- dr, ou dr est le déplacement d’un point a l'autre.

Dans quelles directions de déplacement ’accroissement de la température est-il maximal, minimal,
nul 7

Les points de ’espace sont repérés par les coordonnées cylindriques (p, ¢, z). Le méme champ
scalaire (les mémes températures) est alors représenté par T = g(p, ¢, z). Quelles sont les com-
posantes du déplacement dr dans la base locale de ces coordonnées ? En déduire les composantes
du méme champ vectoriel VT dans cette base.

Mémes questions avec les coordonnées sphériques (r, 9, ¢) et T = h(r, ¥, ).

2. Formule de Stokes et rotationnel
Soit le champ vectoriel qui a tout point de I’espace associe un vecteur 74 (la vitesse du vent dans

notre bulletin météo par exemple).

Calculez la circulation de ce champ le long d’un petit (par rapport & quoi au fait ?) contour
carré, centré en 7, de coté . (Pour cela, et sauf irrépressible désir de compliquer les choses, on
a évidemment intérét a choisir un repere dont les axes & et g sont paralleles aux cotés du carré.)
En déduire la définition d’un champ vectoriel, noté v A V, dont le flux permet de calculer la
circulation de V' sur ce contour.

e Généraliser a un contour fermé quelconque (une formule de Stokes).
e A laide de cette formule de Stokes appliquée a de petits contours convenablement choisis,

déterminez les expressions des composantes du champ V A V sur la base locale des coordonnées
cylindriques.
Méme question pour les coordonnées sphériques.



3. Formule de Stokes et divergence

Calculez le flux du champ V & travers la surface d'un petit cube, centré en 1, de coté €.

En déduire la définition d’un champ scalaire, noté v ?, qui donne directement ce flux.
Généraliser a une surface fermée quelconque (une autre formule de Stokes).

A Taide de cette formule de Stokes appliquée a une boite convenablement choisie, déterminez
Iexpression du champ V -V en termes de composantes sur la base locale des coordonnées
cylindriques.

e Méme question pour les coordonnées sphériques.

4. De l’intérét de la représentation complexe

Calculez ¥ ei(F7=wt) V- Eoel i(k-m—wt) et VA E el Ef wt) ou k‘ et E o sont des vecteurs donnés.
Comparez avec le calcul de v cos(k - 7 — wt), V-E, cos(k - 7 ), et YV AE, cos(k - 7 — wt)

5. Méthodes qualitatives
Estimez, d’abord sans calcul :
o« V.7
o g o o - |
« V. 7, ol 7 désigne le vecteur unitaire dans la direction du vecteur 7, soit 7 = 7/|F|,
odf
?(m) ou r = |F|,
e Ar™ ol n est un entier pas forcément naturel,
v /\ (@/|7 — b]), ot @ et b sont deux vecteurs donnés,
puis calculez effectivement ces expressions.

6. Méthodes qualitatives
Estimez, d’abord sans calcul :
. ? - r/47r50r ), ol p est un vecteur donné,
oV A (pom A 7/4mr3), ot 1 est un vecteur donné,
puis calculez effectivement ces expressions.

7. Identités remarquables
Calculez ﬁ ﬁ) fV VA fv V- (7 A W) (Un conseil : utilisez le “truc” de Feynman,

puis essayez sans, Juste pour voir!)

8. Encore des identités remarquables
Calculez V - (vf), v A (7/»’), V- (V) A V), v A (V’ A V) (Un conseil : utilisez artillerie des

notations de la géométrie différentielle.)

9. Calculs de flux et de circulation
Soit le champ vectoriel v(x,y, z) z ay?s + B2%) + yx22, ol a, B et 7y sont des constantes. En
ignorant la formule de Stokes. ..

e Calculez les composantes du champ WLETAT.

e Calculez le flux de W & travers (et dans le sens que vous voulez) la surface S, portion du plan (&, )
cloturée par le cercle C de rayon a, centre (0, a,0).

e Calculez la circulation (dans le sens que vous voulez) de Vle long du contour C.

e Et maintenant, vous vous remémorez la formule de Stokes. Quelles sont, & votre avis les valeurs
du flux de W & travers chacune des surfaces suivantes :

2

SOCru //A( £ “une hml%.fvtz HM’V\
Sf:;_é/:;mru vidde, refolrhe'e cemrarlle

sP )\(’T( cfb‘Q
e Quelle est, toujours a votre avis, la valeur du flux de V a travers la coquille sphérique ?

e Le champ V peut-il étre un champ magnétique ? Si oui, déterminez la densité de courant qui en
est la source. Vous parait-elle réalisable 7
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