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Feuille 8 : Statistiques quantiques

1 Mis en examen (mai )
On se propose d’établir quelques prédictions du modèle du gaz parfait concernant le comportement
des pions, des quarks et des gluons à haute température.
Les questions préliminaires, indépendantes, ont pour but de retrouver des résultats éĺementaires, donc
fondamentaux, déjà exposés en cours et nécessaires pour la suite. Les questions suivantes deviennent
plus ardues. Les calculs sont toujours simples ; les raisonnements aussi, encore que parfois subtils.
Conseils :

• Soyez économe de votre temps. Songez qu’il est inutile de répéter l’analogue d’un calcul déjà effectué
lors d’une question précédente.

• Par contre, tout bref commentaire justificatif ou explicatif d’une formule invoquée sera apprécié,
plutôt que d’asséner celle-ci brutalement. Montrez que vous en mâıtrisez les tenants aussi bien que les
aboutissants.

• Enfin, vous pouvez profiter des valeurs des intégrales suivantes :
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Préliminaires

1. Calculer la densité d’états ρ(ε) d’une particule de spin zéro, de masse nulle et d’énergie ε, autrement
dit une particule ultra relativiste (encore autrement dit, une particule pour laquelle la relation entre
énergie et impulsion est ε = |p|c), “libre” dans une bôıte de volume V.

2. i ) Rappeler la définition de l’entropie en physique statistique.

ii) Calculer l’entropie S d’un système de particules identiques en situation grand canonique (réservoir
de température T et potentiel chimique µ). Exprimer cette entropie en fonction de T , µ (bien sûr),
de l’énergie moyenne E, du nombre moyen de particules N et du grand potentiel J du système.

iii) En déduire, dans la limite thermodynamique, l’expression de J en fonction de T , µ, E, S et N ,
puis en fonction de µ, N et de l’énergie libre F .

iv) Rappeler l’expression de la différentielle de l’énergie d’un fluide simple en thermodynamique. En
déduire l’expression de la pression du fluide sous forme d’une dérivée partielle du grand potentiel, en
précisant bien les variables indépendantes maintenues constantes. En déduire l’expression du grand
potentiel en fonction de la pression et du volume.

3. Pour un gaz parfait de bosons identiques, de spin et de masse nuls, dans un volume V , en présence
d’un réservoir de chaleur et de particules, dont la température est T et le potentiel chimique nul :

i ) Calculer l’énergie moyenne E0.

ii) Montrer que le grand potentiel J0 est proportionnel à E0.

iii) Calculer la pression p0.

iv) Calculer l’entropie, et enfin l’entropie par unité de volume s0.

Gaz de pions
Les mésons π, ou pions, sont des bosons de spin zéro qui existent en trois types, de masses voisines
(de l’ordre de 140MeV), se distinguant par leur charge électrique : π+, π0 et π−.

4. Les pions sont susceptibles, s’ils en ont l’énergie, de participer à quantités de réactions de création
et d’annihilation, expérimentalement avérées, et qui toutes conservent la charge électrique. Pour n’en
citer que deux :

π+ + π− −→ 2π+ + 2π− + 2π0 ,

π+ + π− −→ 3π+ + 3π− + 2π0 ,
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i ) D’après ce que vous connaissez des lois des équilibres chimiques, quelles conditions en déduisez-vous
pour les potentiels chimiques µ0, µ+ et µ− d’un gaz de pions à l’équilibre ?

ii) Quelles sont les expressions intégrales des nombres moyens N+ et N− des pions π+ et π− dans
un gaz de pions à l’équilibre avec un réservoir de chaleur (température T , ou β), et de particules π+

et π− (potentiels chimiques µ+ et µ−) ?

iii) En déduire qu’un gaz de pions globalement neutre a nécessairement les potentiels chimiques
µ0 = µ+ = µ− = 0.

Dans les conditions de température qui nous intéressent, on peut se permettre de négliger :
• la masse du pion ;
• les interactions mutuelles (forte et électromagnétique) des particules.

On étudie donc dorénavant un gaz de pions globalement neutre que l’on pourra considérer comme un
gaz parfait ultra-relativiste de bosons de trois types.

5. Montrer que l’énergie moyenne Eπ(T,V) du gaz de pions en situation grand canonique peut s’́ecrire
Eπ = dπ E0, où :

• dπ est un facteur de dégénérescence, spécifique des pions, dont vous donnerez la valeur ;
• E0(T,V) est l’énergie moyenne d’un gaz parfait de bosons identiques, de spin et de masse nuls (dans

les mêmes conditions de température, de potentiel chimique, et de volume).

6. Etablir l’expression intégrale du grand potentiel Jπ, et montrer que celui-ci est proportionnel à Eπ.
Calculer la pression pπ du gaz de pions, et l’exprimer en fonction de la pression p0(T ) du gaz de bosons
identiques.

7. Montrer que l’entropie du gaz de pions peut s’exprimer en termes de Eπ et T uniquement. En déduire
l’expression de l’entropie par unité de volume, sπ, en fonction de l’entropie par unité de volume s0(T )
du gaz de bosons identiques.

8. Subtil : Montrer que l’approximation classique de Maxwell-Boltzmann n’est jamais valide pour le gaz
de pions.

Gaz de fermions ultra-relativistes
On considère maintenant un gaz de fermions de spin 1/2. A haute température, ce gaz contient en
général des particules et des antiparticules, disons des électrons e− et des positrons e+, susceptibles
elles aussi de participer à des réactions de création et d’annihilation conservant toujours la charge ;
par exemple :

e− + e+ −→ 2e− + 2e+ .

9. i ) Quelle condition doivent satisfaire les potentiels chimiques µ− et µ+ des électrons et positrons de
ce gaz à l’équilibre ?

ii) Quelles sont les expressions intégrales des nombres moyens d’électrons et de positrons, N− et N+,
dans ce gaz en équilibre avec un réservoir de chaleur, d’électrons et de positrons (température β,
potentiels chimiques µ− et µ+ respectivement).

iii) En déduire que pour un gaz de fermions-antifermions, neutre, à l’équilibre, on a : µ− = µ+ = 0.

10. On n’envisage dorénavant ce gaz que dans le cas ultra relativiste.

i ) Calculer l’énergie moyenne grand canonique Ef(T,V) du gaz neutre de fermions.

ii) Montrer que cette énergie peut encore se mettre sous la forme Ef = df f E0, où :
• f est un facteur à déterminer qui provient uniquement du fait que l’on a affaire à des particules

obéissant à la statistique de Fermi plutôt que celle de Bose-Einstein,
• df est un facteur de dégénérescence, à déterminer, lié au spin et au nombre de types de l’espèce de

particules considérée,
• E0(T,V) est l’énergie du gaz de bosons identiques déterminée précédemment.

11. Comme auparavant, exprimer le grand potentiel Jf en fonction de Ef , et en déduire la pression pf

ainsi que l’entropie par unité de volume sf , en fonction de p0 et s0 respectivement.

Transition au plasma quarks-gluons
On se demande maintenant ce que le modèle du gaz parfait peut dire d’un gaz de quarks et de gluons
ultra-relativistes obtenus à partir d’un gaz de pions globalement neutre.
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12. i ) Le spin du gluon vaut 1 et sa masse est nulle, en vertu de quoi le gluon, comme le photon, ne
dispose que de deux états de polarisation indépendants, mais il peut néanmoins exister sous huit
combinaisons de couleurs. D’autre part, la charge électrique du gluon est nulle et il n’obéit à aucune
loi de conservation du nombre de gluons. Calculer la pression pg d’un gaz parfait de gluons.

ii) Les quarks constituants du pion sont des fermions chargés de spin 1/2, existant en deux saveurs,
u (charge 2/3) ou d (charge −1/3), ou leurs conjuguées, u et d, et en trois couleurs. Ces quarks ont
une masse faible (de l’ordre de 10MeV). Calculer la pression pq du gaz parfait de quarks obtenus par
dissociation d’un gaz de pions neutre.

iii) Empiriquement, on sait qu’à faible distance l’interaction mutuelle des quarks et gluons s’annule
(liberté asymptotique), ce qui justifie le recours au modèle du gaz parfait. Mais on sait aussi que cette
interaction confine les quarks et gluons (on n’est jamais parvenu à isoler un quark), ce dont on peut
tenir compte phénoménologiquement en attribuant au vide (dans lequel se meuvent quarks et gluons)
une énergie proportionnelle à son volume, soit BV . Calculer la “pression du vide” pv.

13. En déduire l’expression de la pression totale pq,g d’un plasma quarks-gluons globalement neutre, et
représenter l’allure des courbes pπ(T ) et pq,g(T ) sur un même graphe.

14. i ) À l’aide des relations générales entre pression, volume, grand potentiel, énergie libre, potentiel
chimique et nombre de particules, exprimer l’énergie libre Fπ du gaz de pions neutre en fonction de
sa pression pπ et de son volume, et de même pour l’énergie libre Fq,g du plasma quarks-gluons neutre
en fonction de pq,g et V .

ii) En déduire que l’ensemble neutre de pions, de quarks et de gluons existe sous deux phases stables
distinctes, de part et d’autre d’une température de transition Tc à déterminer.

iii) Comparer les entropies par unité de volume sπ(Tc) et sq,g(Tc). En déduire l’ordre de la transition
de phase et sa chaleur latente.
















