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THEORIE QUANTIQUE DES CHAMPS
EXERCICES

La lecture de ces exercices n’est pas interdite. La recherche de leurs solutions est même rigoureusement
autorisée ; quel qu’en soit le résultat et en dépit de l’opinion désabusée que vous pourriez en avoir, elle
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penser (donc pas après trois heures et demi de magistrale, certes, mais exténuante, prestation) en me
téléphonant (il m’arrive de dormir ⊂ [22 h, 8 h]), en venant pour le thé, en m’invitant à d̂ıner. . .
Toutes louanges, questions, suggestions, corrections, et même critiques, seront les bienvenues.
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Université Paris 7
2 place Jussieu, Paris Ve

158 rue St. Jacques, Paris Ve

24 rue Lafayette, 38 Grenoble

tél.
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1 Deux opérateurs satisfont la relation [A, B] = i. Soit A|a〉 = a|a〉.
1. Calculer A(1 − iBdω)|a〉 au premier ordre en dω (petit).

2. Que peut-on dire de e−iBω|a〉 ?

2 Pour des directions et sens bien particuliers de leurs axes d’espace et de temps, les coordonnées utilisées
respectivement par Ada et Van pour désigner les événements sont reliées par

t′ = γ(t − vx)
x′ = γ(x − vt)
y′ = y

z′ = z,

avec γ
df= (1 − v2)−1/2, et v = vitesse (de qui/qui au fait ?).

1. Vous croyez à l’invariance par rotation. Saurez-vous en in(/dé)duire une écriture vectorielle
donnant t′ et r′ en fonction de t, r et v, indépendamment des directions des axes d’espace ?

2. En déduire les valeurs des éléments Λµ
ν de la matrice de transformation correspondante en

fonctions des composantes vi.

3. A l’aide de cette expression, vérifier explicitement que le produit de deux transformations
spéciales de Lorentz orthochrones est encore une transformation orthochrone.

3 Calculer chacun des coefficients Λ−1µ
ν de la matrice inverse d’une transformation de Lorentz dont les

coefficients sont Λµ
ν .

4 Soit un tenseur Tαβ et les quantités, définies dans chaque repère : A
df= Tα

α, A′ df= T ′α
α, etc. Montrer

que A, A′, etc. sont les composantes d’un tenseur.

5 On se propose de démontrer une propriété qui — quoique fréquemment invoquée — l’est rarement,
à savoir que toute transformation de Lorentz, homogène, propre, orthochrone, peut être considérée
comme produit d’une transformation spéciale de Lorentz et d’une rotation.
Soit une transformation de Lorentz homogène, etc. , de matrice Λµ

ν .

1. Montrer que (Λ0
0)2 −

∑
i(Λ

i
0)2 = (Λ0

0)2 −
∑

i(Λ
0
i)2 = 1.

2. On définit les trois quantités vi
df= Λ0

i/Λ0
0.

(i) Montrer que v2 ≤ 1.
(ii) En déduire que les vi peuvent être adoptés comme valeurs des paramètres d’une transformation
spéciale de Lorentz.

3. Soit un système de coordonnées t′, x′, y′, z′ et un autre système de coordonnées, t, x, y, z qui se
déplace à une vitesse v par rapport à celui-là.
(i) Rappeler la forme vectorielle (cf. exercice 2)

t′ = t′v(t, r)
r′ = r′v(t, r)

de la transformation de Lorentz entre ces systèmes.
(ii) En déduire que la matrice de cette transformation est de la forme :

(
Lµ

ν(v)
)

=
(

L0
0 (L0

j)
(Li

0) (Li
j)

)
=

 γ (γvj)(
γvi

) (
δij + γ−1

v2 vivj

)  .
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4. Calculer les coefficients γ et γvi de cette matrice en fonction des Λµ
ν , lorsque v a la valeur

définie à la question 2.

5. Soit la matrice R
df= ΛL(−v).

(i) Calculer R0
0.

(ii) En déduire les valeurs des R0
i et Ri

0. (Un conseil : ne pas oublier que, de par sa définition, la
matrice R appartient au groupe des matrices Λ et satisfait donc les propriétés montrées à la question 1.)
(iii) Quelle est la nature de la transformation correspondant à R ?

6. Quel est le résultat du produit RL(v) ?
7. On se propose de montrer que cette décomposition d’une transformation de Lorentz, en

transformation spéciale puis rotation pure, est unique. Imaginons deux rotations, R et R′, et deux
transformations spéciales de Lorentz, L(v) et L(v′), telles que Λ = RL(v) = R′L(v′).
(i) Montrer que R−1R′L(v′)L(−v) = I.
(ii) Montrer que l’élément 0

0 de cette relation matricielle fournit une condition liant v, γ, v′ et γ′.
(iii) Quelle condition doivent satisfaire v et v′ pour que celle-ci soit réalisée ?
(iv) En déduire que L(v′) = L(v) et R′ = R.

6 Soit un tenseur Tαβγ .

1. Montrer que les Aα définis dans chaque repère par Aα
df= T β

α β , sont composantes d’un quadri-
vecteur.

2. Montrer que Aα = T β
αβ .

7 Soient deux champs classiques quadri-vectoriels Aµ(xν) et jµ(xν), et les champs tensoriels

Fµν df= ∂µAν − ∂νAµ,

∗Fµν df= εµνρλFρλ.

Tous ces champs sont couplés par les équations du mouvement{
∂µFµν = jν

∂µ
∗Fµν = 0

.

1. Une question sémantique pour commencer. Quels sont les statuts respectifs de chacun de ces
champs : variables dynamiques, champs externes, ou champs auxiliaires ?

2. Etant donné un champ ω(xν),
(i) . . . quelles sont les conséquences de la transformation

Aµ → A′
µ

df= Aµ + ∂µω ?

(ii) Est-on bien justifiés de qualifier Aµ de quadri-vecteur ?
(iii) Calculer ∂µjµ.

3. Soient les champs
Ei

df= −∂iA
0 − ∂0A

i,

Bi
df= εijk∂jA

k.

(i) Pourquoi peut-on se permettre de les qualifier de (tri)vectoriels ?
(ii) Sont-ils composantes de champs quadri-vectoriels ?
(iii) Ecrire les tableaux des composantes de Fµν , Fµν et ∗Fµν en fonction des composantes Ei et Bi.

4. En déduire les équations du mouvement des champs E et B, couplés à j0 et j.
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5. Colin se déplace à vitesse v = v1̂ dans le repère de Chloé qui était utilisé jusqu’à présent. Tous
deux utilisent par ailleurs des “axes parallèles”.
(i) Ecrire la matrice Λµ

ν qui permet de calculer les coordonnées x′µ attribuées par Colin à un
événement qui, pour Chloé, a les coordonnées xµ.
(ii) En déduire les composantes des champs E′

i et B′
i en fonction des Ei et Bi, ainsi que les

composantes j′0 et j′i en fonction des j0 et ji.

6. Une particule obéit à l’équation du mouvement

d

dτ
pα =

q

m
Fαβpβ .

Quelles équations en déduisez-vous pour dp0/dt et dp/dt ?

8 Soit U(da) = 1 − iPda l’expression de l’opérateur représentant une translation infinitésimale, da, le
long d’un axe donné, dans l’espace des états d’un système quantique. Montrer que P est hermitique,
et calculer U(a) représentant une translation finie.

9 Montrer qu’entre deux états propres des générateurs des translations Pµ d’un champ quantique, on a,
pour l’opérateur de champ ϕ, la relation :

〈p|ϕ(x0, x1, x2, x3)|p′〉 = ei(p−p′)·x 〈p|ϕ(0, 0, 0, 0)|p′〉.

10 Soient les tenseurs Sαβ et Aαβ , tels que Sαβ = Sβα et Aαβ = −Aβα.

1. Montrer que SαβAαβ = 0.

2. En déduire que, pour un tenseur Tαβ quelconque, on a,

SαβTαβ = 1
2Sαβ(Tαβ + T βα),

AαβTαβ = 1
2Aαβ(Tαβ − T βα).

11 Soit une transformation de Lorentz infinitésimale de matrice Λµ
ν = δµ

ν + εµ
ν . Montrer que la

transformation inverse a pour matrice : Λ−1µ
ν = δµ

ν − εµ
ν .

12 On sait maintenant qu’à une théorie de champ invariante par translation de temps, correspond la
constante du mouvement

P0
df=

∫
d3x (π∂0φ − L).

Il est donc tout naturel de baptiser cette grandeur énergie du champ, ce qui fixe sa dimension.
En déduire les dimensions de la densité lagrangienne L et de l’action S, dans le système d’unités
fondamentales à base : (i) d’énergie, (ii) de longueur.
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13 Dans le monde euclidien :

1. Ecrire les lois de transformation des composantes d’une grandeur physique vectorielle g au
cours d’une transformation de repère en rotation infinitésimale (dω1, dω2, dω3).

2. En déduire la matrice 3×3, S, correspondante, et les trois matrices Σ12, Σ23 et Σ31 caractérisant
le comportement de cette grandeur au cours des rotations.

3. Vous avez déjà rencontré, en théorie quantique “non-relativiste”, des objets à deux composantes
— les spineurs de Pauli — qui, au cours des rotations d’axe ω̂ωω, angle ω, se transforment selon la loi

(
χ′

1

χ′
2

)
= eiσσσ·ωωω2

(
χ1

χ2

)
.

Répondez aux questions précédentes pour ces objets (au lieu de g).

14 Dans le monde einsteinien : Déterminer explicitement les six matrices Σµν caractérisant le comporte-
ment d’une grandeur quadri-vectorielle au cours des transformations de Lorentz.

15 Quelle est l’expression de l’opérateur U = 1− i
2εµνMµν — représentant les transformations de Lorentz

infinitésimales dans l’espace des états d’un système quantique — dans le cas d’une rotation pure
d’angle dθ, autour de l’axe 3̂.

16 Courants de Noether.

1. Rappeler l’expression de la variation δS de l’action, en fonction(nelle) des variations dxα des
coordonnées et δL de la densité lagrangienne.

2. Les transformations envisagées sont continues, paramétrées par les ωi. A chaque paramètre ωi

correspond un courant J µ
(i) défini par :

δS = −dωi

∫
d4x ∂µJ µ

(i).

Les transformations ne sont pas nécessairement des symétries de la théorie. Calculer ∂µJ µ
(i) en fonction

des dérivées des coordonnées et de L par rapport à ωi.

3. Que devient ∂µJ µ
(i) dans le cas particulier d’une transformation dont le jacobien vaut 1 ?

17 Ecrire explicitement les composantes M0ij des courants conservés Mµνρ associés à l’invariance par
rapport aux rotations, en fonction de π, ϕ, et des dérivées de ϕ.
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18 Dans le cas d’un champ ϕ scalaire. . .
1. Calculer la divergence des courants

Mµνρ df= xνΘµρ − xρΘµν +
∂L

∂(∂µϕ)
Σνρϕ,

où les Θµρ sont les quatre quadri-courants conservés associés à l’invariance par translations d’espace-
temps,

Θµ
ρ

df=
∂L

∂(∂µϕ)
∂ρϕ − Lδµ

ρ .

2. Montrer que la conservation des courants Mµνρ implique que les courants d’impulsion-
énergie Θµρ constituent un tenseur symétrique.

3. Ce sera effectivement le cas du tenseur Θµρ d’un champ scalaire. Mais, de toute façon, le
courant d’impulsion n’est pas unique. Si χλµν est un champ tensoriel tel que χµλν = −χλµν , montrer
que les Tµν df= Θµν +∂λχλµν sont des courants d’impulsion-énergie tout aussi aussi acceptables que Θµν

(courants conservés, dont les valeurs de constantes du mouvement associées sont les mêmes) mais qui,
par un choix convenable des χλµν , peuvent être construits symétriques.

19 Soit
Θµ

ρ
df=

∂L
∂(∂µϕ)

∂ρϕ − Lδµ
ρ ,

les courants conservés associés à l’invariance par translations, et

Mµνρ df= J µνρ + Fµνρ,

les courants conservés associés à l’invariance de Lorentz, avec

J µνρ df= xνΘµρ − xρΘµν

Fµνρ df=
∂L

∂(∂µϕ)
Σνρϕ

.

1. Calculer Fµνρ + Fµρν .

2. Soit fλµν df= 1
2

(
Fλµν + Fµνλ + Fνµλ

)
. Calculer fλµν + fµλν .

3. Soit Aµν df= ∂λfλµν . Calculer ∂µAµν et Aµν − Aνµ.

4. Soit Tµν df= Θµν + Aµν . Calculer ∂µTµν , Tµν − T νµ et
∫
d3xT 0ν . Récapitulation ?

5. Soit Mµνρ df= xνTµρ − xρTµν . Calculer ∂µMµνρ et Mµνρ + Mµρν .
6. Calculer

∫
d3xM00k et

∫
d3xM0jk. Récapitulation ?

Références :
— F.J. Belinfante, On the spin angular momentum of mesons, Physica 6 () 887.
— H.C. Ohanian, What is spin ?, Am. J. Phys. 54 () 500.

20 Des constantes dont on ne parle guère.
1. Quelle est l’expression de la prétendue constante Kx associée à l’invariance, d’une théorie de

champ scalaire, par rapport aux transformations spéciales de Lorentz le long de l’axe x̂ ?
Ecrire Kx en fonction du temps t, de la composante P x de l’impulsion du champ, et de la densité
d’énergie de celui-ci, E(xµ) df= Θ00.

2. Une particule libre a pour impulsion P, énergie E, et position x(t). Montrer que la quantité Pt−
xE est trivialement constante.

3. Dans le cas d’un champ, montrer à l’aide de l’expression trouvée pour Kx (question 1), que
l’on a :

d

dt
Kx = P x +

∫
V
d3x x∂iΘi0.

Dans quelles conditions a-t-on effectivement dKx/dt = 0 ?
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21 Montrer que le choix de commutateurs isochrones

[ϕ(xµ), π(x′µ)]= = iδ3(x − x′),
[ϕ(xµ), ϕ(x′µ)]= = [π(xµ), π(x′µ)]= = 0,

entrâıne que les quatre opérateurs

Pν
df=

∫
d3x′ Θ0

ν(x′µ) =
∫

d3x′
{

π(x′µ)∂νϕ(x′µ) − δ0
νL

(
. . . (x′µ)

)}
satisfont les relations de commutation suivantes :

[Pν , ϕ] = −i∂νϕ,

[Pν , π] = −i∂νπ.

22 Montrer que le choix d’anticommutateurs isochrones

[ϕ(xµ), π(x′µ)]=+ = iδ3(x − x′),
[ϕ(xµ), ϕ(x′µ)]=+ = [π(xµ), π(x′µ)]=+ = 0,

implique tout aussi bien, tout au moins pour les composantes spatiales :

[Pk, ϕ] = −i∂kϕ,

[Pk, π] = −i∂kπ.

23 Une vérification.
1. Rappeler l’expression de la constante du mouvement M0i pour un champ scalaire.
2. En faisant choix de commutateurs canoniques aux temps égaux, calculer le commutateur

[M0i, ϕ(xµ)], et vérifier qu’il satisfait bien la condition nécessaire pour que M0i soit un générateur de
transformations spéciales de Lorentz.

3. En se plaçant dans les conditions effectives de constance trouvées à la fin de l’exercice 20,
calculer le commutateur de M0i avec l’hamiltonien.

24 Quelles équations du mouvement (sont-elles seulement dignes de ce nom ?) obtient-on pour les
champs ϕ scalaires hermitiques des théories suivantes :

1. L1 = aµ∂µϕ(x0, x1, x2, x3), où {aµ} est un paramètre quadri-vectoriel ?
2. L2 = aµ(x0, x1, x2, x3)∂µϕ(x0, x1, x2, x3) − V

(
ϕ(x0, x1, x2, x3)

)
, où a(x0, x1, x2, x3) est un

champ externe quadri-vectoriel, et V est une fonction à valeur scalaire réelle ?
3. L3 = 1

4∂µϕ∂µϕ − V (ϕ) ?
4. L4 = a∂µϕ∂µϕ + bϕ2 + c, où a, b et c sont des paramètres scalaires ?

25 Soit la théorie

L =
1
2
∂µϕ∂µϕ − m2

2
ϕ2 + aϕ,

où a et m sont des paramètres scalaires.
1. Quelle est l’équation du mouvement du champ ϕ(x0, x1, x2, x3) ?
2. Montrer, sur l’équation du mouvement, aussi bien que sur la densité lagrangienne, que cette

théorie est équivalente à la théorie a = 0 lorsque ϕ(x0, x1, x2, x3) est additionné d’une constante —
une “translation de champ” — à déterminer.



8 D.E.A. Champs &c. . . Paris 7

26 Reconstituer entièrement le raisonnement conduisant à l’expression de la décomposition modale du
champ scalaire hermitique ϕ(x0, x1, x2, x3) dans une caisse périodique.

27 Algèbre des opérateurs ak.
1. Montrer que les opérateurs ak intervenant comme amplitudes dans les développements en modes

de ϕ(x0, x1, x2, x3) et π(x0, x1, x2, x3) sont donnés, en général, par

ak =
∫
V
d3x

eik·x
√

2ωV
{
ωϕ(x0, x1, x2, x3) + iπ(x0, x1, x2, x3)

}
.

2. Calculer les commutateurs correspondants [ak , ak′ ] et [ak , a+
k′ ], dans l’hypothèse de commuta-

teurs aux temps égaux pour ϕ et π.

28 Autre développement en modes.
1. Déterminer, en fonction de ϕ(xν) et π(xν), l’expression de l’opérateur amplitude ak défini par

le développement en modes continus :

ϕ(xν) =
∫

d3k
(2π)32ω(k)

{
ake−ik·x + ak

+eik·x}
.

2. Calculer les commutateurs
[
ak, ak′+

]
et

[
ak, ak′

]
, dans l’hypothése de commutateurs canoniques

aux temps égaux.

29 Soient les quantités Pµ
df=

∫
d3x Θ0

µ, avec

Θν
µ

df=
∂L

∂(∂νϕ)
∂µϕ − Lδν

µ,

associées à l’invariance par translation de la théorie L(ϕ, ∂0ϕ, ∂1ϕ, ∂2ϕ, ∂3ϕ).
1. Les Pµ dépendent-elles explicitement du temps ? (Comparer avec les constantes M0i, exer-

cice 23, associées à l’invariance par transformations spéciales de Lorentz.)
2. Calculer ∂νΘν

µ, puis dPµ/dt. En déduire que, dans la version quantique de cette théorie, les Pµ

commutent avec l’hamiltonien du système.
3. Sophie s’inquiète de l’apparente inutilité d’invoquer l’invariance par translations pour vérifier

ainsi que dPµ/dt = 0, alors même que c’est cette hypothèse qui, alliée au théorème de Noether, a
permis de trouver l’expression de Pµ proposée. Pour étudier ce paradoxe qui, par solidarité, risque une
extension littéralement philosophique, envisageons une théorie L(ϕ, ∂0ϕ, ∂1ϕ, ∂2ϕ, ∂3ϕ, V ) en présence
d’un champ extérieur V (x0, x1, x2, x3).
(i) Ce système est-il invariant par translation ? Sophie, et ses amis, n’avaient-ils pas implicitement
cette sorte d’invariance au cours de la démonstration de la question 2 ?
(ii) Les équations d’Euler-Lagrange sont-elles modifiées ?
(iii) Calculer ∂νΘν

µ dans ce cas. En déduire la valeur de dPµ/dt.

30 Soit la théorie L = a∂µϕ∂µϕ + bϕ2 de l’exercice 24, question 4.
1. Calculer le moment conjugué π(xν) et la densité hamiltonienne H(xν) correspondants.
2. Quelles conditions doivent satisfaire les paramètres a et b pour que H soit positive ?

31 Etant donné le champ scalaire ϕ de densité lagrangienne L = 1
2∂µϕ∂µϕ − V (ϕ). . .

1. Exprimer les équations du mouvement du champ ϕ.
2. Donner l’expression du courant de Noether Θµ

ν associé aux translations, puis l’expression de
la densité d’énergie correspondante.

3. Que peut-on dire de la solution fondamentale (d’énergie minimale) des équations du mouve-
ment ? Que vaut sa densité d’énergie ?
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32 Soit la théorie L = 1
2∂µϕ∂µϕ + aϕ − m2

2 ϕ2 − λ
4!ϕ

4.
1. En choisissant pour grandeur de base une longueur L, quelles sont les dimensions d’une

longueur, d’un temps, de la densité lagrangienne L, du champ ϕ, des paramètres a, m et λ, d’une
impulsion, d’une énergie, du moment conjugué π, de la densité hamiltonienne H ?

2. Mêmes questions en choisissant pour grandeur de base une masse M .

33 Soustraction de l’énergie du vide.

1. Calculer l’expression de l’opérateur H
df=

∫
Vd3x : H(x0, x1, x2, x3) : — associé au champ

scalaire hermitique de la théorie L = 1
2 (∂µϕ∂µϕ−m2ϕ2), avec la densité hamiltonienne correspondante

prise à un instant quelconque et dans laquelle les produits sont dans l’ordre “normal” — pour vérifier
que l’on obtient bien : H =

∑
k ωNk. (Ainsi, H est bien indépendant du temps x0, et on a pris l’énergie

du vide pour origine.)
2. Vérifier, à l’aide de cette expression, que H satisfait bien les relations nécessaires pour un

générateur de l’évolution

[ϕ(t,x), H] = i
∂

∂t
ϕ(t,x),

[π(t,x), H] = i
∂

∂t
π(t,x).

3. Quelle expression de H obtiendrait-on pour la théorie L = − 1
2 (∂µϕ∂µϕ − m2ϕ2) ?

Existerait-il encore un état fondamental dans cette théorie ?

34 Impulsion du champ scalaire.
1. Montrer que l’insertion du développement en modes de l’opérateur de champ dans la cons-

tante P = −
∫
d3x π∇∇∇ϕ, conduit à l’expression P =

∑
k kNk.

2. Vérifier, à l’aide de cette dernière, que P satisfait bien les relations nécessaires pour un
générateur des translations :

[ϕ(x0, x1, x2, x3), Pi] = i
∂

∂xi
ϕ(x0, x1, x2, x3),

[π(x0, x1, x2, x3), Pi] = i
∂

∂xi
π(x0, x1, x2, x3).

35 Le but de ce problème est de montrer, sur un exemple, que le courant qui conserve une charge donnée
n’est pas unique, et qu’il existe des transformations qui ne sont pas des symétries du lagrangien, mais
auxquelles peuvent néanmoins correspondre des courant et charge conservés (cf. Ramond, sec. I.6).
Vous avez vu, en cours, qu’à une symétrie de la densité lagrangienne correspond une loi de conserva-
tion :

∂µ

{
∂L

∂(∂µϕ)
δϕ + L dxµ

}
= 0.

On n’envisage maintenant que des transformations (des coordonnées ou internes) qui soient paramé-
trées de façon continue par les ωi, (i = 1, . . . , N).

1. Montrez que la symétrie (ou invariance) du lagrangien se traduit par la conservation ∂µJ(i)
µ = 0

de N quadri-courants de Noether que vous définirez.
2. Retrouvez l’expression des courants de Noether conservés Θµ

ν associés à l’invariance par
translation spatio-temporelle de la densité lagrangienne, L = 1

2∂µϕ∂µϕ− V (ϕ), du champ scalaire ϕ.
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3. Soit la dilatation infinitésimale  dxµ df= dω xµ,

δ�ϕ
df= −dω ϕ.

(i) Est-ce une symétrie du lagrangien ?
(ii) Calculez le courant de Noether associé à cette transformation, et exprimez ce courant (noté JD

µ)
en fonction des Θµ

ν .
4. Application aux cas :

V (ϕ) =
λ

4!
ϕ4,

V (ϕ) =
m2

2
ϕ2 +

λ

4!
ϕ4.

(i) Calculez ∂µJD
µ.

(ii) Quelles sont les dimensions des paramètres λ et m ?
5. On définit quatre nouveaux courants Tµ

ν en fonction des courants d’impulsion :

Tµ
ν

df= Θµ
ν + a

(
∂µ∂ν − δµ

ν ∂ρ∂
ρ
)
ϕ2.

(i) Quelle est la dimension du paramètre a ?
(ii) Calculez ∂µTµ

ν .
(iii) Montrez que les charges conservées associées à Tµ

ν sont les mêmes que celles qui correspondent
à Θµ

ν .

6. On définit un courant J ′
D

µ df= xρT
µρ.

(i) Calculez ∂µJ ′
D

µ.
(ii) A quelle condition ce courant est-il conservé ?
(iii) Calculez la valeur à donner au paramètre a correspondant, dans le cas V (ϕ) = λ

4!ϕ
4.

7. Montrez que l’on a, dans ce cas,

J ′
D

µ = JD
µ +

1
6
∂ρ(xµ∂ρ − xρ∂µ)ϕ2.

Que peut-on dire des charges associées respectivement à J ′
D

µ et à JD
µ ?

36 Déterminez les relations de dispersion entre les paramètres ω et k intervenant dans les développements
en modes plans des champs scalaires solutions des théories suivantes :

L1 =
1
2
∂µϕ∂µϕ − m2

2
ϕ2,

L2 =
1
2
∂µϕ∂µϕ +

m2

2
ϕ2,

L3 = a ∂µϕ∂µϕ − m2ϕ2.

Quelle interprétation pouvez-vous leur donner ?

37 Soient N champs scalaires réels ϕi, (i = 1, . . . , N), de lagrangien L = 1
2

∑N
i=1 ∂µϕi∂

µϕi.
1. Montrez que cette densité est invariante par rapport aux transformations internes infinitésima-

les

δϕi
df=

N∑
j=1

εij ϕj , εij = −εji.

Montrez que ces transformations sont les transformations infinitésimales du groupe SO(N) des
matrices Spéciales (déterminant=+1) Orthogonales (donc réelles) de rang N .

2. Donnez l’expression des courants de Noether conservés Jij
µ correspondant aux paramètres εij .

Combien y en a-t-il d’indépendants ?
3. Dans une théorie

L =
1
2

∑
i

∂µϕi∂
µϕi − V (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN ),

quelle doit-être la forme de la fonction V pour que L ait encore la symétrie interne SO(N) ?
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38 Soit le champ scalaire ϕ(x), non-hermitique.
1. Calculez (∂µϕ)+ en fonction de ∂µϕ.

2. Calculez (∂µϕ+ ∂µϕ)+.

39 Soient deux champs libres, scalaires, hermitiques, de masses m1 et m2, de lagrangien

L =
1
2
(∂µϕ1∂

µϕ1 − m2
1ϕ

2
1) +

1
2
(∂µϕ2∂

µϕ2 − m2
2ϕ

2
2).

1. Exprimer la densité L en fonction du champ ϕ
df= (ϕ1 + iϕ2)/

√
2 et de son conjugué ϕ+.

2. A quelle condition la théorie L est-elle invariante par rapport aux transformations continues
de paramètre α ( dites du groupe U(1), pour matrices Unitaires de rang 1, si on veut faire
bien) : ϕ(xν) → ϕ′(xν) df= eiqαϕ(xν) ?

40 Essayez d’évaluer les commutateurs [ak, ak′+] et [ak
+, ak′+] des opérateurs amplitudes du champ

hermitique, dans l’hypothèse d’anticommutateurs canoniques aux temps égaux

[ϕ(x), π(y)]=+ = iδ3(x − y),

[ϕ(x), ϕ(y)]=+ = [π(x), π(y)]=+ = 0.

(Vous pouvez utiliser l’identité [A, B] = [A, B]+−2BA, mais le problème reste quand même sans issue
satisfaisante : On ne trouve pas d’interprétation particulière pour ces opérateurs ak.)

41 Evaluer les anticommutateurs [ak, ak′+]+ et [ak, ak′ ] des opérateurs amplitudes, dans l’hypothèse
d’anticommutateurs canoniques aux temps égaux. Les ak admettent-ils, dans ces conditions, une
interprétation du genre “opérateurs de création ou de destruction de particules” ?

42 Deux champs scalaires en interaction.
1. Déterminer les équations du mouvement des champs ϕ1 et ϕ2 de densité lagrangienne

L =
1
2
(∂µϕ1∂

µϕ1 − m2
1ϕ

2
1) +

1
2
(∂µϕ2∂

µϕ2 − m2
2ϕ

2
2) − V (ϕ1, ϕ2).

2. Calculer les moments conjugués πϕ1 , πϕ2 et la densité hamiltonienne.

43 Une théorie de champs en interaction peut en cacher une autre. . . Soit la densité

L =
1
2
(∂µϕ1∂

µϕ1 − m2ϕ2
1) +

1
2
(∂µϕ2∂

µϕ2 − m2ϕ2
2) + λϕ1ϕ2.

1. Exprimer cette densité en fonction des champs ϕ±
df= (ϕ1 ± ϕ2)/

√
2.

2. Quelle interprétation pouvez-vous en donner ?
3. Que se passe-t-il pour λ = m2, et pour λ > m2 ?

44 Soit le champ scalaire, hermitique, de densité lagrangienne L = 1
2∂µϕ∂µϕ − V (ϕ).

1. Exprimer les équations du mouvement du champ ϕ.
2. Exprimer le courant de Noether Θµ

ν associé aux translations, puis la densité d’énergie
correspondante.

3. Que peut-on dire de la solution fondamentale (ou d’énergie minimale) des équations du
mouvement ?
Quelle est sa densité d’énergie ?
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45 Assurez vous que vous êtes capable de refaire le calcul complet des équations du mouvement et des
moments conjugués du champ de Proca, à partir de la densité lagrangienne L = − 1

4FµνFµν+ m2

2 AµAµ.

46 Soit une théorie de champ de Proca en interaction : L = − 1
4FµνFµν + m2

2 AµAµ − jµAµ. (Le champ
externe quadri-vectoriel jµ(x) est appelé courant source.)

1. Quelles sont les dimensions de Fµν , A et j ?
2. Déterminer les équations du mouvement.
3. Calculer ∂αjα. A quelle condition cette théorie implique-t-elle la conservation du courant

source ?
4. Soient les champs

E df= −∇∇∇A0 − ∂A/∂t,

B df= ∇∇∇∧ A.

Calculer ∇∇∇∧ E, ∇∇∇ · B, ∇∇∇ · E et ∇∇∇∧ B.
5. Ecrire les équations du mouvement dans le cas d’un courant source conservé.
6. Dans le cas d’une source ponctuelle immobile{

j0 = qδ3(r)
j = 0

.

(i) Ecrire les équations du mouvement pour des solutions A0(r) et A(r) statiques.
(ii) En déterminer les solutions qui tendent vers zéro à l’infini. (Vous pouvez, par exemple, utiliser la
transformation du plus illustre des préfets de l’Isère.)
(iii) Exprimer ces solutions dans le système d’unités légal, dans le cadre de la règlementation en
vigueur pour l’électrodynamique.

7. Thèmes de réflexion : On peut faire de l’électrodynamique (classique) sans photon. On ne peut
parler de photon de masse nulle sans faire de théorie quantique (souvenez-vous qu’Einstein avait besoin
de h̄ pour expliquer les fluctuations du rayonnement ou l’effet photo-électrique).
(i) Peut-on parler de photon massif sans théorie quantique ?
(ii) Quelle nouvelle constante “fondamentale” apparâıt dans la théorie classique correspondant à la
théorie quantique avec photon massif ?

47 A propos du champ quadri-vectoriel.
1. Enumérez les scalaires que l’on peut construire avec le champ vectoriel Aµ, ses dérivées ∂µAν ,

et les tenseurs invariants invariants en géomètrie de Minkowski, ηµν et εµνρλ.
2. On peut écrire les mêmes choses autrement, en utilisant la décomposition

∂µAν =
1
2
(∂µAν − ∂νAµ) +

1
2
(∂µAν + ∂νAµ)

=
1
2
Fµν +

1
2
Sµν .

(i) Calculez le dual de Sµν : ∗Sµν df= 1
2εµνρλSρλ.

(ii) Soit ∗Fµν , le dual de Fµν . Quels scalaires pouvez-vous construire avec Fµν , ∗Fµν et Sµν ?
(iii) Montrez que Fµν

∗Fµν est une divergence.
3. Soit la densité lagrangienne — bilinéaire par rapport au champ et à ses dérivées — la plus

générale :
L = aFµνFµν + bSµνSµν + cAµAµ.

Quelles sont les équations du mouvement des composantes du champ ?
4. Montrez que la divergence du champ satisfait une équation de Klein-Gordon.
5. Dans le cas b = 0, que se passe-t-il ?
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6. Dans le cas b 	= 0, on va chercher, comme d’habitude, des solutions de base du type εeik·x,
pour k donné.
(i) Quelle condition doivent satisfaire ε et k ?
(ii) Calculez la divergence d’une de ces solutions.
(iii) Quelle condition doit satisfaire k2 pour une solution dont la polarisation ε est selon k ?
(iv) Pour une solution dont la polarisation ε n’est pas proportionnelle à k, quelles conditions obtenez-
vous pour k2 et pour ε · k ?
(v) Etudiez les cas a = b et a = 0.

48 Le point sur les rotations et leur représentation de rang 2.
1. Tout le monde ( ?) sait qu’à une rotation (paramétrée pour ce faire par trois angles d’Euler, ou

par un axe et un angle) on peut associer une matrice réelle orthogonale de rang 3 et déterminant 1 (pas
de réflexion). La réciproque est moins évidente. Soit une matrice R réelle, de rang 3, déterminant 1,
orthogonale, c’est-à-dire conservant la norme (au sens de |u|2 df= uiui) : |Ru|2 = |u|2, quel que soit u.
(i) Calculer |Ru|2, et montrer que l’on a R̃R = I. En déduire la relation RR̃ = I, et les propriétés
des vecteurs colonnes de R.
(ii) Déterminer l’inverse de R.
(iii) Montrer que les matrices R sont les éléments d’un groupe, baptisé SO(3) pour Spéciales
(déterminant 1), Orthogonales, de rang 3.
(iv) Soit une matrice R ∈ SO(3), et u un vecteur propre correspondant à l’éventuelle valeur propre λ.
Calculer |Ru|2, et en déduire que toute valeur propre de R satisfait la condition nécessaire λ2 = 1.

(v) Etant donné une matrice A quelconque (réelle), comparer ˜(ÃA) et ÃA. En déduire que ÃA est
symétrique quelle que soit A. En déduire que R dépend finalement de 3 paramètres indépendants.
(vi) Montrer que R − I = ˜(I − R)R. En déduire que Det(R − I) = Det(I − R), et qu’en nombre
impair de dimensions (3 ici) il existe (au moins) une valeur propre unité. Soit ω̂ la direction propre
correspondante. Quelle est sa signification géométrique ? Combien de paramètres indépendants sont
attachés à la spécification de ω̂ ?
(vii) Pour étudier plus complètement une matrice R ∈ SO(3), on choisit comme repère orthonormé
l’ensemble des vecteurs 3̂ df= ω̂, 1̂ et 2̂. Quelle est, dans ce repère, la forme générale de cette matrice R
en fonction des cosinus et sinus d’un paramètre ω ? Quelle est la signification géométrique de R 1̂ et
de R 2̂ ? Calculer la trace TrR.
(viii) Récapitulation. Quelle rotation R(ωωω) peut-on associer à une matrice R ∈ SO(3) ? A propos :
une matrice r ∈ SO(2) admet-elle une valeur propre unité ? Quelle est la signification géométrique de
la réponse ?

2. Soit une matrice R(ωωω) donnée, correspondant à une rotation ωωω dans l’espace à 3 dimensions.
Calculer, dans le repère orthonormé (3̂ df= ω̂, 1̂, 2̂), les composantes du vecteur x′ = R(ωωω)x en fonction
des composantes de x. Montrer que le résultat peut s’écrire sous forme vectorielle et que l’on a,
indépendamment de tout repère,

R(ωωω)x = cos ω x + (1 − cos ω)(ω̂ · x) ω̂ + sinω ω̂ ∧ x.

3. A toute direction v̂ — spécifiée par ses cosinus directeurs dans un repère donné — et à tout
réel ϕ, on associe la matrice complexe 2 × 2

U
df= eiσσσ·v̂ϕ,

où σ1, σ2 et σ3 sont les trois matrices conventionnelles dites de Pauli.
(i) Montrer que l’on a U = cos ϕ I + i sin ϕσσσ · v̂.
(ii) Calculer les coefficients de la matrice U et son déterminant.
(iii) Etant donné une matrice A quelconque, calculer eAe−A. En déduire que U est unitaire et,
finalement, que U ∈ SU(2), le groupe des matrices Spéciales, Unitaires, de rang 2.
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4. La réciproque de cette propriété — à savoir qu’à toute matrice de SU(2) on peut associer une
direction d̂ et un réel α qui permettent d’écrire ladite matrice sous la forme eiσσσ·d̂α — est a priori un
peu moins évidente. . .
(i) Vérifiez que toute matrice M complexe, 2 × 2, peut se décomposer en

M = (a + ib)I + (c + id) · σσσ,

avec a, b, c et d réels. (Pour cela il suffit de trouver des expressions explicites, uniques, des a, b, ci

et di en fonctions des coefficients de M .)
(ii) Avec la matrice M ainsi décomposée, calculer MM+ et M+M et en déduire trois conditions
indépendantes que doivent satisfaire les paramètres a, b, c et d lorsque la matrice M est unitaire.
(iii) Calculer, de la même façon, le déterminant de M et en déduire deux conditions que doivent
satisfaire les mêmes paramètres lorsque la matrice M est spéciale.
(iv) En déduire que toute matrice M ∈ SU(2) peut se mettre sous la forme

M = cos α I + i sin α d̂ · σσσ = eiσσσ·d̂α.

5. On sait maintenant. . .
— qu’à toute rotation R(ωωω), de matrice R(ωωω) ∈ SO(3), on peut associer une (façon de parler)
matrice U = eiσσσ·ω̂ϕ(ω) ∈ SU(2),
— que toute matrice M ∈ SU(2) peut se mettre sous la forme eiσσσ·d̂α, et qu’on peut donc lui associer
une (toujours façon de parler) matrice R

(
ωωω

df= d̂f(α)
)
∈ SO(3), et une rotation R(ωωω).

Reste à montrer que ces éléments de SU(2) constituent une représentation (linéaire, forcément linéaire)
de SO(3), c’est-à-dire qu’à toute R(ωωω) = R(ωωω2)R(ωωω1) correspond U = U2U1.
(i) Etant donné une R(ωωω) et un vecteur x quelconques, calculer la matrice U(σσσ ·x)U+ correspondante.
(Un conseil : utiliser U sous la forme cos ϕ + i sin ϕσσσ · ω̂.)
(ii) Montrer (en se remémorant le résultat de la question 2.) que l’on peut choisir ϕ(ω) en sorte que l’on
ait U(σσσ ·x)U+ = σσσ ·R(ωωω)x. Donner l’expression de la matrice, dorénavant notée U(ωωω), correspondant
à ce choix.
(iii) Tant qu’on y est, on peut se demander si la donnée de la matrice σσσ · x permet de retrouver x.
Calculer Tr

(
σi(σσσ · x)

)
, et en déduire une expression de la composante xi.

(iv) Montrer que U(ωωω2)U(ωωω1)(σσσ · x)
(
U(ωωω2)U(ωωω1)

)+

= σσσ · R(ωωω2)R(ωωω1)x.

(v) Soit deux rotations successives R(ωωω1) et R(ωωω2), et ωωω le paramètre de la rotation résultante R(ωωω) =
R(ωωω2)R(ωωω1). Montrer que l’on a U(ωωω)(σσσ · x)U+(ωωω) = σσσ · R(ωωω2)R(ωωω1)x
(vi) Reste à montrer que U(ωωω) = U(ωωω2)U(ωωω1). C’est peut-être évident ( ?), mais il faut quand même
le faire ! Montrer que le résultat précédent implique σσσ ·R−1(ωωω)x = U+(ωωω)(σσσ ·x)U(ωωω), et que l’on peut
en déduire (à l’aide du résultat iv)

σσσ · x = U(ωωω2)U(ωωω1)U+(ωωω)(σσσ · x)U(ωωω)U(ωωω1)+U(ωωω2)+,

ou encore [
U(ωωω2)U(ωωω1)U+(ωωω), σσσ · x

]
= 0 ∀x.

(vii) Quelle est la forme d’une matrice complexe 2 × 2 (qui, nul(le) ne l’a oublié, peut toujours se
décomposer sous la forme indiquée à la question 4.i) qui commute avec σσσ · x quel que soit x ?
(viii) Les trois matrices U(ωωω1), U(ωωω2) et U(ωωω) étant, ne l’oublions pas, unitaires et spéciales, montrer
que U(ωωω) est nécessairement égale à U(ωωω2)U(ωωω1).

6. En manière d’épilogue. Vous devriez maintenant être à peu près convaincu(e) que les matri-
ces e−

i
2σσσ·ωωω ∈ SU(2) constituent une représentation linéaire des matrices R(ωωω) ∈ SO(3). Les doublets

complexes qui, au cours des rotations, se transforment selon ces matrices 2× 2 sont appelés spineurs.
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49 Générateurs des transformations de Lorentz.
1. Vérifiez que les 6 matrices 4 × 4, J et K, génératrices des transformations de Lorentz

infinitésimales Λ = I − J · dωωω − K · dϕϕϕ, ont pour éléments

K µ
p ν = δµ0δνp + δµpδν0,

J µ
p ν = −

∑
qr

εpqrδqµδrν .

2. En déduire les commutateurs

[Jp,Jq] = εpqrJr,

[Jp,Kq] = εpqrKr,

[Kp,Kq] = −εpqrJr.

50 Montrez qu’au cours d’une rotation pure dωωω, on a : η′+σiχ
′ = η+σiχ − εijkdωjη

+σkχ.

51 Calculez les transformées de η+
+σ1χ+, η+

+σ2χ+, et η+
+σ3χ+, au cours d’une transformation spéciale

de Lorentz dϕ1̂.

52 La représentation de Weyl : Etant données les cinq matrices de rang 4,

γ0 df=
(

0 I
I 0

)
, γi df=

(
0 σi

−σi 0

)
, γ5 df=

(
−I 0
0 I

)
,

où 0, I et σi sont les matrices (de rang 2) nulle, unité et de Pauli, vérifiez qu’elles ont les propriétés
suivantes :

[γµ, γν ]+ = 2ηµνI,

[γ5, γµ]+ = 0,

(γ5)2 = I,

γ5 = iγ0γ1γ2γ3.

53 Montrez que les composantes contravariantes A0 df= η+
+χ+ − η−

+χ−

A df= −η+
+σσσχ+ − η−

+σσσχ−

du quadri-vecteur axial A associé aux spineurs de Weyl χ± et η±, peuvent s’écrire, en termes de
bispineurs : {

A0 =Hγ5γ0X

A =Hγ5γγγX
.

54 Vérifiez que le changement de représentation H ′ df= UH — où H est un bispineur et U une matrice
unitaire 4 × 4 — implique

(H ′) =H ′ df=H U+.
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55 La représentation de Dirac : Considérant les définitions des bispineurs et matrices gammas dans la
représentation de Weyl, et la matrice de transformation

U
df=

1√
2

(
I I
−I I

)
. . .

1. Vérifiez que U est unitaire.
2. Déterminez les expressions, dans la nouvelle représentation, des composantes d’un bispi-

neur, X(D) en fonction des spineurs de Weyl χ+ et χ−.
3. Déterminez les expressions des nouvelles matrices gammas, γµ

(D) et γ5
(D).

56 Soit la matrice U
df= 1√

2

(
γ0

(D)γ
2
(D) + γ0

(D)

)
.

1. Ecrivez U en fonction des matrices I et σ2 de rang 2.
Vérifiez que U est unitaire.

2. Montrez que cette transformation, appliquée aux matrices γµ
(D) et γ5

(D) en représentation de
Dirac, aboutit aux matrices gammas de la représentation de Majorana,

γ0
(M) =

(
0 σ2

σ2 0

)
, γ1

(M) =
(

iσ3 0
0 iσ3

)
, γ2

(M) =
(

0 −σ2

σ2 0

)
, γ3

(M) =
(
−iσ1 0

0 −iσ1

)
,

γ5
(M) =

(
σ2 0
0 −σ2

)
,

qui sont toutes (leurs éléments) imaginaires pures.

57 L’hermiticité des matrices gammas :
1. Calculer les conjuguées hermitiques des matrices gammas, en représentations de Weyl et de

Dirac. Montrer que ces matrices sont soit hermitiques, soit anti-hermitiques.
2. Montrer que le caractère d’(anti-)hermiticité de chacune des matrices gammas est, en fait,

indépendant de la représentation.

58 Transformations de Lorentz et bispineurs :
1. Quel est le résultat d’une transformation spéciale de Lorentz dϕ11̂ sur un bispineur de Weyl ?
2. Montrez que ce résultat peut encore se mettre sous la forme X ′ =

{
I + 1

8εµν [γµ, γν ]
}

X.

59 Parmi les six matrices indépendantes de rang 4, σµν df= i
2 [γµ, γν ], on considère :

σ1
df= σ23, σ2

df= σ31, σ3
df= σ12.

Vérifiez que l’on a, dans les représentations de Weyl et de Dirac,

σσσ =
(

σσσ 0
0 σσσ

)
,

en fonction des matrices σi de rang 2 et de Pauli.

60 Transformation des champs de spineurs.
1. Vérifiez que les matrices S± de transformation infinitésimale des spineurs de Weyl au cours des

transformations de Lorentz satisfont les relations S+
+S− = S−

+S+ = I.
2. Vérifiez qu’au cours des mêmes transformations, les combinaisons, formées avec des champs de

spineurs, η±+(x0, x1, x2, x3) ∂µχ∓(x0, x1, x2, x3), se transforment comme des composantes covariantes
de quadri-vecteur.
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61 Calculez explicitement l’effet d’une rotation pure dω33̂ sur la combinaison de champs de spineurs de
Weyl η±+(x0, x1, x2, x3) σµ ∂µχ∓(x0, x1, x2, x3).

62 Réflexions et champs de spineurs.
1. Montrez qu’au cours de l’opération de réflexion, les combinaisons η+

+ ∂µχ− + η−+ ∂µχ+

et η+
+ σµ∂µχ+ + η−+σµ∂µχ− ont respectivement des comportements de quadri-vecteur polaire et

de vrai scalaire. (Attention au comportement des ∂µ.)
2. Montrez que ce quadri-vecteur et ce scalaire peuvent s’écrire, en termes de bispineurs, H∂µX

et Hγµ∂µX.

63 Montrez que les combinaisons η+
+ ∂µχ−−η−+ ∂µχ+ et η+

+ σµ∂µχ+−η−+σµ∂µχ− sont, respectivement,
un vecteur axial et un pseudo-scalaire, et qu’elles peuvent s’écrire Hγ5∂µX et Hγ5γµ∂µX.

64 Au quadri-vecteur x, de composantes xµ, on associe la matrice complexe de rang 2,

X
df=

(
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)
,

soit encore X = σµxµ, en notant : {σµ} df= (I, σσσ). On définit également, pour les besoins de la

cause, {σµ} df= (I,−σσσ).
1. Montrez que

(i) Trace (σµσν) = 2ηµν ,
(ii) xµ = 1

2Trace (σµX),
(iii) Det(X) = x2.

2. Soit les transformations X → X ′ df= AXA+, les matrices A n’ayant d’autre particularité que
d’être Complexes, de rang 2, et Spéciales (c’est-à-dire de déterminant égal à +1). On dit pour cela
que ce sont des éléments du groupe Linéaire SL(2, C).
(i) La matrice X ′ a-t-elle la forme d’une matrice X ?
(ii) Calculez la valeur de x′2 associée.
(iii) A toute matrice A du groupe SL(2, C) on associe une matrice Λµ

ν
df= 1

2Trace (σµAσνA+). Montrez
que Λ est une matrice de transformation de Lorentz (c’est-à-dire un élément du groupe SO(3, 1)).
(iv) Qu’en est-il de l’application inverse Λ → A ?

3. Soit les matrices Λ1 et Λ2 associées à A1 et A2. Montrez qu’à A1A2 est associée la matrice Λ1Λ2.
4. Montrez que la forme générale d’une matrice de SL(2, C) infiniment voisine de l’identité peut

s’écrire A = I + i
2σσσ · dωωω − 1

2σσσ · dϕϕϕ.
5. Calculez la combinaison σµx′µ correspondant à une transformation infinitésimale représentée

par la matrice A = I − 1
2σσσ · dϕϕϕ.

En déduire les coordonnées x′µ en fonction des xν , ainsi qu’une interprétation de la transformation A.
6. Mêmes questions pour A = I + i

2σσσ · dωωω.

65 Hermiticité du lagrangien de Dirac.
1. Montrez que, pour des champs de bispineurs, on a (quelle que soit la représentation)(

ψψ
)+

=ψψ,(
ψγµ∂µψ

)+
=ψγµ←−∂µψ

df=
(
∂µψ

)
γµψ,

(le symbole ←−
∂µ signifie la dérivation par rapport à xµ de ce qui le flanque à gauche).

2. En utilisant le fait que la densité lagrangienne L =ψ iγµ∂µψ − mψψ peut aussi bien s’écrire

L =ψ
i

2
γµ

(
∂µ −←−

∂µ

)
ψ +

i

2
∂µ

(
ψγµψ

)
− mψψ,

en déduire qu’elle est équivalente à une densité lagrangienne hermitique (au sens où les équations du
mouvement qui s’en dérivent sont les mêmes).
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66 Ecrivez explicitement le système d’équations différentielles auxquelles obéissent les quatre com-
posantes ψα(xν) du champ de bispineurs ψ(xν) solution de l’équation de Dirac dans la représentation
standard (ou de Dirac).

67 Dans le système d’unités “h̄ = c = 1”, on adopte comme grandeur de reférence la longueur spatiale
(dimension L). Quelles sont alors les dimensions. . .
— d’un temps t ?
— d’une vitesse v ?
— d’une impulsion p ?
— d’une énergie E ?
— d’une “charge” électrique q2/4πε0 ?
— d’une action S ?
— d’un lagrangien L ?
— d’une densité lagrangienne L ?
— d’une densité hamiltonienne H ?
— d’un champ scalaire ϕ ?
— d’un champ vectoriel A ?
— d’un champ spinoriel ψ ?

68 Vérifiez que l’équation de Dirac conduit, explicitement, dans la représentation de Majorana (exer-
cice 56), au système différentiel

−∂xψ1 +∂zψ2 +(∂t − ∂y)ψ4 = mψ1

∂zψ1 +∂xψ2 −(∂t − ∂y)ψ3 = mψ2

(∂t + ∂y)ψ2 −∂xψ3 +∂zψ4 = mψ3

−(∂t + ∂y)ψ1 +∂zψ3 +∂xψ4 = mψ4

dont tous les coefficients sont réels.

69 Soit le champ ψ(x) solution de (iγµ∂µ − m)ψ = 0.
Montrez, en conjuguant les deux membres de cette équation, que l’on a :ψ

(
iγµ←−∂µ + m

)
= 0.

70 Champ de Dirac et équation de Klein-Gordon.
1. Soit le quadri-vecteur a. Dans un repère où ses composantes sont aµ, on lui associe une

matrice 4 × 4 : a/
df= aµγµ. Calculez (a/)2.

2. Soit ψ(x) un champ bispinoriel solution de l’équation de Dirac libre (i∂/ − m)ψ = 0. En
appliquant, de la gauche, l’opérateur matriciel (i∂/+m) aux deux membres de cette équation, montrez
que ψ est aussi solution d’une équation de Klein-Gordon.

71 Identités de Gordon.
1. Démontrer l’identité :

ur(p)γµus(q) =
1

2m
ur(p)

{
(p + q)µ + iσµν(p − q)ν

}
us(q),

où les bispineurs ur(p) sont solutions de l’équation (p/−m)ur(p) = 0, et les matrices σµν df= i
2 [γµ, γν ].

2. En déduire l’expression de vr(p)γµvs(q), pour des bispineurs vr(p) qui sont solutions de l’é-
quation (p/ + m)vr(p) = 0.

3. Même question pour ur(p)γµγ5us(q).
4. Montrer que ur(p) q/ us(p) = 1

m p · q ur(p)us(p).
5. En déduire, pour des bispineurs orthonormés à uu = −vv = 2m, les identités :

ur(p) q/ us(p) = vr(p) q/ vs(p) = 2 p · q δrs

vr(p) q/ us(p) = 0
u+

r (p)ααα us(p) = 2p δrs.



Exercices de théorie quantique des champs 19

72 Vérifiez explicitement que les équations du mouvement obtenues à partir de la densité lagrangienne
“symétrisée” (hermitique)

Lsym. =ψ
i

2
γµ

(
∂µ −←−

∂µ

)
ψ − mψψ,

sont bien identiques aux équations obtenues à partir de

L =ψ iγµ∂µψ − mψψ.

73 Solutions de l’équation de Dirac libre, en repère quelconque.

1. Etant donné un mode p et un choix d’axes d’espace quelconque, montrez que l’on obtient, en
employant la méthode décrite en cours, les spineurs de base suivants :

u1(p) =
√

ω+m


1

0

p3

ω+m

p1+ip2

ω+m

 , u2(p) =
√

ω+m


0

1

p1−ip2

ω+m

− p3

ω+m

 ,

u3(p) =
√

ω+m


− p3

ω+m

−p1+ip2

ω+m

1

0

 , u4(p) =
√

ω+m


−p1−ip2

ω+m

p3

ω+m

0

1

 .

2. Rappelez les valeurs de p0 correspondant à chacune de ces solutions.

3. Quel est le résultat de l’application de la matrice hélicité à ces solutions ? Sont-elles vecteurs
propres de l’hélicité ?

74 A quelle condition les spineurs χ et φ conduisent-ils à des bispineurs(
χ

σσσ·p
ω+mχ

)
et

(
− σσσ·p

ω+mφ

φ

)

qui soient vecteurs propres de la matrice hélicité σσσ · p/|p| ?

75 Conjugaison “à la Dirac”.

1. A l’aide des expressions trouvées en cours pour les ur(p3̂) et vr(p3̂), calculez les con-
jugués : u1(p3̂), u2(p3̂), v1(p3̂) et v2(p3̂).

2. Calculez les produits ur(p3̂)us(p3̂), vr(p3̂)vs(p3̂) et vr(p3̂)us(p3̂).

76 Les bispineurs v1(p) df= −u4(−p) et v2(p) df= u3(−p) sont évidemment encore vecteurs propres de la
matrice hélicité σσσ ·p/|p|. Pour quelles valeurs propres ? (Calculez explicitement l’action de la matrice
hélicité sur chacun de ces bispineurs.)
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77 Spineurs propres d’une composante du spin.

1. Soient les trois matrices de rang 4 : σσσ
df= γ5γ0γγγ. Calculez ces matrices en fonction des matrices

de Pauli, dans la représentation standard.
2. Etant donné un vecteur unitaire â,

(i) montrez que β(σσσ · â) = −γ5(γγγ · â),
(ii) de la même façon, calculez (σσσ · â)β,
(iii) en déduire la valeur du commutateur [β,σσσ · â].

3. Toujours avec le vecteur â,
(i) montrez que

(ααα · p)(σσσ · â) = −γ5(γγγ · p)(γγγ · â),

(σσσ · â)(ααα · p) = −γ5(γγγ · â)(γγγ · p),

(ii) calculez les produits γiγj en fonction des matrices de Pauli,
(iii) exprimez le commutateur [ααα · p, σσσ · â] en fonction de γ5, σσσ, p et â.

4. Pour quelles valeurs de â le bispineur u(p), solution de base de l’équation de Dirac associée
à p, peut-il être aussi spineur propre de σσσ · â ?

78 Bispineurs de base et projecteurs. Soit les bispineurs u(p) et v(p) respectivement solutions des
équations (p/ − m)u(p) = 0 et (p/ + m)v(p) = 0.

1. Dans le cas p = 0. . .
(i) Quelles formes prennent ces équations en représentation standard ?
(ii) En déduire quatre solutions u1(0), u2(0), v1(0) et v2(0), orthogonales et simultanément bispineurs
propres de σ3

df= i
2 [γ1, γ2], normalisées à ur(0)us(0) = −vr(0)vs(0) = 2m δrs, vr(0)us(0) = 0.

2. Dans le cas p 	= 0. . .
(i) Calculer (p/ − m)(p/ + m).
(ii) En déduire que le bispineur (p/ + m)ur(0) est une solution de l’équation (p/ − m)u(p) = 0.

3. On pose donc ur(p) = N(p/ + m)ur(0). Reste à vérifier l’orthogonalité de ces solutions et à les
normaliser à quelque chose.
(i) Calculer ur(p)us(p). (Conseils : Développer (p/ + m)2 ; évaluer ur(0) p/ us(0) à l’aide de l’identité
démontrée à l’occasion de l’exercice 71, question 4.)
(ii) Déterminer la valeur de N en sorte que ur(p)us(p) = 2m δrs.

4. Reste le coup du projecteur pour assurer la fermeture.
(i) Montrer que

∑2
r=1 ur(p)ur(p) = (p/ + m)(γ0 + 1)(p/ + m)/2(p0 + m).

(ii) Calculer (p/ + m)2, [γ0, p/]+, p/γ0p/ et (p/ + m)γ0(p/ + m).
(iii) En déduirel’identité

∑2
r=1 ur(p)ur(p) = p/ + m.
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79 Rotation des bispineurs et hélicité.
1. Soit le repère {1̂, 2̂, 3̂} ci-dessous. Quelles sont les composantes de p dans ce repère ?

2. Soit le repère {1̂′, 2̂, 3̂′} ci-dessus.
(i) Quelles sont les composantes de p dans ce repère ?
(ii) Quel est l’opérateur qui représente, pour un spineur, la rotation qui fait passer du repère {1̂, 2̂, 3̂}
au repère {1̂′, 2̂, 3̂′} ?

3. Soit le repère {1̂′′, 2̂′, 3̂′} ci-dessus.
(i) Quel opérateur représente, pour un spineur, la rotation {1̂′, 2̂, 3̂′} → {1̂′′, 2̂′, 3̂′} ?
(ii) Montrez que, précédée et suivie de rotations adéquates, cette rotation peut être ramenée à une
rotation autour de l’axe 3̂.

4. En déduire que la rotation qui fait passer de {1̂, 2̂, 3̂} à {1̂′′, 2̂′, 3̂′} est représentée, pour un
spineur, par la matrice

R = e
i
2σσσ·2̂θe

i
2σσσ·3̂ϕ.

5. Montrez que cette matrice a pour éléments(
cos θ

2 ei ϕ
2 sin θ

2 e−i ϕ
2

− sin θ
2 ei ϕ

2 cos θ
2 e−i ϕ

2

)
6. Quelle est, en fonction de R, l’expression de la matrice U qui représente la même rotation pour

un bispineur ?

7. Soient les bispineurs u′
r

df= Uur(p3̂) obtenus à partir des bispineurs de base u1(p3̂) et u2(p3̂)
définis en cours.
(i) Quelle est leur signification ?
(ii) En particulier, de quelle équation sont-ils solutions ?
(iii) Calculez les composantes de u′

1 et u′
2.

(iv) Sont-ils encore spineurs propres de l’hélicité ?

(v) Sont-ils spineurs propres de
(

σ3 0
0 σ3

)
avec, toujours, σ3

df=
(

1 0
0 −1

)
?

80 On considère l’ensemble des matrices de rang 4 :

I, γµ, γ5, γ5γµ,
1
2
[γµ, γν ],

pour µ, ν ∈ {0, 1, 2, 3}, avec µ < ν.
1. Combien y en a-t-il ?
2. Calculez chacune de ces matrices en fonction des matrices de Pauli, dans la représentation

standard.
3. Qu’obtient-on en faisant le produit de deux de ces matrices ?
4. Soient ΓA et ΓB deux matrices de l’ensemble.

(i) Calculez TraceΓA, Trace(ΓA)2, Trace(ΓAΓB).
(ii) Montrez que

∑?
A=1 λAΓA = 0 implique que tous les λA sont nuls.

5. En déduire que toute matrice carrée de rang 4 peut se décomposer de façon unique sur les ΓA.
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81 On s’interroge sur les théories de Dirac, L =ψ(iγµ∂µ − m)ψ, éventuellement invariantes par rapport
à la transformation interne ψ(x) → ψ′(x) = Uψ(x), où U est une matrice de rang 4.

1. A quelle condition les anti-commutateurs canoniques aux temps égaux gardent-ils les mêmes
expressions ?

2. On pose U = eiΓω, où Γ est une matrice de rang 4 et ω un paramètre réel. Comment la condition
précédente se traduit-elle sur Γ ?

3. Soit le “terme cinétique” : ψγµ∂µψ.
(i) Que devient-il après une transformation infinitésimale dω ?
(ii) Comment se traduit sur Γ la condition de stationnarité du terme cinétique par rapport à ω ? (Il
n’est pas totalement inutile de se souvenir de l’identité [AB, C] = A[B, C]+ − [C, A]+B.)
(iii) Quelles sont les matrices Γ candidates ? (Il est tout aussi peu inutile de se souvenir des résultats
de l’exercice 80.)

4. Que devient le “terme de masse” ψψ après une transformation infinitésimale dω ?
5. En déduire les types de symétries eiΓω possibles, et les densités lagrangiennes correspondantes.
6. Donnez les expressions des courants et charges conservés correspondants.

82 Soit le champ de fermions libre

ψ(x) =
∑
pr

1√
2ωV

{
bpr ur(p) e−ip·x + d+

pr vr(p) eip·x}
,

et le courant conservé qjµ df= q :ψγµψ :, avec q
df= −|e|.

1. Calculez le développement en modes de la charge Q conservée correspondante.
2. Quelle est la valeur de la charge d’un état à une particule. . .

— du type (b) ?
— du type (d) ?
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83 Pour en finir avec l’hélicité des bispineurs de base. . . il importe de se souvenir qu’une notation du
genre u signifie un tableau de 4 composantes d’un bispineur, que l’on devrait plutôt noter {uα}, ou
encore : 

u1

u2

u3

u4

 .

Dans une transformation spatio-temporelle passive — c’est-à-dire un changement d’axes d’espace
et de temps —, ce sont les composantes qui changent (pas le bispineur lui-même, en tant qu’être
géométrique) :

uα → u′
α = Sαβuβ .

Si à tout vecteur p donné est associé un bispineur, le vecteur p lui-même est indifférent aux rotations
en particulier, pour lesquelles on a donc :

u′
p α = Sαβup β .

Il est évidemment plus commode pour chaque utilisatrice de faire appel à son propre jeu de
composantes pour le vecteur p, auquel cas on a{

u′
α(p′1, p′2, p′3) = Sαβuβ(p1, p2, p3),

p′i = Rijp
j .

1. Juliette choisit son axe 3̂ parallèle à p et de même sens, donc p = p3̂.
(i) Rappelez les expressions des composantes urα(0, 0, p) de ses quatres bispineurs de base.
(ii) Calculez la matrice σσσ ·p/|p| pour Juliette. Vérifiez que les urα(0, 0, p) en sont des vecteurs propres.
Avec quelles valeurs propres ?

2. Roméo choisit son axe 3̂′ parallèle à p et de sens opposé. Pour lui : p = p′3̂′.
(i) On peut considérer que l’on est passé du repère de Juliette à celui de Roméo par une rotation de π
autour de l’axe 2̂ (par exemple). Montrez que la matrice S correspondante vaut

S =
(

eiσ2
π
2 0

0 eiσ2
π
2

)
.

Calculez en explicitement les éléments. En déduire les composantes u′
rα(0, 0, p′) = Sαβurβ(0, 0, p) des

mêmes bispineurs ur pour Roméo.
(ii) Calculez la matrice σσσ · p/|p| pour Roméo. Vérifiez que les bispineurs de Roméo, de com-
posantes u′

rα(0, 0, p′) ont la même hélicité que les bispineurs de Juliette correspondants (même r)
— comme il se devait puisque les ησiχ sont composantes d’un vecteur, et donc (ησσσχ) ·p, ou urσσσ ·pur,
sont scalaires par rapport aux rotations.

84 Pour Laurent, on étudie la théorie de champ de bispineurs L = ∂µψ ∂µψ − aψψ.

1. Quelles sont les dimensions du champ ψ et de la constante a ?

2. Ecrire. . .
(i) les équations du mouvement,
(ii) la relation de dispersion pour les modes plans,
(iii) l’expression correspondante de l’hamiltonien.

3. Que peut-on dire de cet hamiltonien lorsqu’on fait choix. . .
(i) de commutateurs canoniques aux temps égaux ?
(ii) d’anti-commutateurs canoniques etc. ?

85 Mêmes questions que l’exercice 84, pour L =ψ(iγµ∂µ − a)ψ + b∂µψ ∂µψ.
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86 Spectres de l’hamiltonien libre et de l’hamiltonien en interaction (d’après T.D. Lee, page 67).
Rappelons que pour un système évoluant à partir d’un “état initial” U0(t, 0)|i〉 (t ≈ −∞) sous l’action
d’un hamiltonien H = H0 + Hint., la probabilité d’obtenir l’“état final” U0(t, 0)|f〉 est

Pr
i→f

=
∣∣〈f |S|i〉∣∣2 =

∣∣∣〈f | lim
t±→±∞

S(t+, t−)|i〉
∣∣∣2,

avec  i
∂

∂t
S(t, t0) = H

(I)
int.(t) S(t, t0),

S(t0, t0) = 1.

L’existence de la limite précédente peut poser quelques problèmes, pas totalement indépendants du
fait que la décomposition de H donné, en H0 et Hint. apparâıt largement arbitraire.

1. Exemple : on considère l’hamiltonien H = ωa+a, avec [a, a+] = 1. Essayons la décomposition : H0
df= ω0a

+a,

Hint.
df= (ω − ω0)a+a.

(i) Calculez H
(I)
int.(t).

(ii) Calculez S(t, t0).
(iii) Calculez l’élément de matrice 〈n|S(t+, t−)|n〉, où |n〉 est un état propre de a+a pour la valeur
propre n.
(iv) A quelle condition cet élément de matrice admet-il une limite lorsque t± → ±∞ ?

2. On essaye maintenant différents moyens de tourner la difficulté précédente :
(i) On peut tout d’abord tenter de modifier l’équation différentielle caractérisant S(t, t0) dans les
régions asymptotiques. Par exemple, on peut affecter une partie imaginaire à t, ou alors changer H

(I)
int.(t)

en le remplaçant par
a)

H
(I)
int.(t)

df=
{

(ω − ω0)a+a si |t| ≤ T ,
(ω − ω0 − iε)a+a si |t| > T .

— Calculez S(t, t0) pour : t, t0 ∈ [−T, T ], puis t < t0 < −T , et enfin T < t0 < t.
— Calculez limt±→±∞ S(t+, t−).
— Cette limite est-elle unitaire ?
— Dépend-elle du paramètre artificiel supplémentaire T ?

b)

H
(I)
int.(t)

df=
{

(ω − ω0)a+a si |t| ≤ T ,
0 si |t| > T .

Mêmes questions.
(ii) Sans changer l’équation différentielle (c’est-à-dire Hint.), on décide de restreindre le choix à des H0

qui ont le même spectre que H. Quelles valeurs de ω0, Hint. et S ce choix implique-t-il ?

3. On essaye le même truc dans le cas d’un champ scalaire en auto-interaction

L =
1
2
(∂µϕ∂µϕ − m0

2ϕ2) − λ0

4!
ϕ4,

en prenant pour hamiltonien

H
df=

∫
d3x

{
1
2

(
π2 + (∇∇∇ϕ)2 + m0

2ϕ2
)

+
λ0

4!
ϕ4

}
− Efond.,

où la constante Efond. est choisie en sorte que

H|fondamental de H〉 = 0.
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On suppose (c’est absolument nécessaire, même si c’est difficile à démontrer) que le spectre de H est
constitué d’états qui, asymptotiquement, auront l’air de particules libres de masse m (c’est la masse
observée, ou “physique”). Les valeurs du spectre sont donc de la forme E =

∑
k

√
k2 + m2 nk.

On choisit à présent

H0
df=

∫
d3x

{
1
2

(
π2 + (∇∇∇ϕ)2 + m′2ϕ2

)
+

λ0

4!
ϕ4

}
− E0 fond.,

avec E0 fond. telle que
H0|fondamental de H0〉 = 0.

(i) Quel est le spectre de H0 ?
(ii) Montrez qu’il est possible de choisir le paramètre m′ en sorte que H0 et H aient même spectre.

87 Produit chronologique et produit ordinaire.
1. Montrez que pour un opérateur commutant à tous instants avec lui même,

[H(t), H(t′)] = 0, ∀t, t′,

on a :

�e
−i

∫ t

t0
dt1 H(t1) = e

−i
∫ t

t0
dt1 H(t1)

.

2. Trouvez des exemples de tels hamiltoniens.

88 Montrez que l’on a∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2

∫ t2

t0

dt3 H(t1)H(t2)H(t3) =
1
3!

∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2

∫ t

t0

dt3 �
{

H(t1)H(t2)H(t3)
}

.

89 Soit le champ quadri-vectoriel de composantes Aµ(x0, x1, x2, x3) pour Ada.
1. Quelles sont les expressions des composantes A′µ(x′0, x′1, x′2, x′3) de ce même champ, pour Van

qui utilise des coordonnées reliées à celles qu’utilise Ada par la relation : x′µ = Λµ
νxν + aµ ?

2. Pour Ada, le champ Aµ satisfait la condition de Coulomb. Qu’en est-il alors de la quantité ∂′
iA

′i

pour Van ?
3. Van décide d’effectuer une transformation de jauge sur son champ,

A′µ(x′0, x′1, x′2, x′3) → A′′µ(x′0, x′1, x′2, x′3),

de façon à avoir ∂′
iA

′′i = 0.
(i) Déterminez les A′′µ en fonction des Aν .
(ii) Est-ce une transformation de Lorentz ?

90 Equation de Dirac et couplage minimal.

1. Soit un opérateur quadrivectoriel Vµ. Calculer V/ V/ en fonction des Vµ et des σµν df= i
2 [γµ, γν ].

2. Application au calcul de (i∂/ − qA/)2, où A est un quadripotentiel.
3. Soit l’équation (i∂/ − m − qA/)ψ = 0.

(i) En déduire, par action de l’opérateur i∂/ + m− qA/, une équation pour ψ en termes des σµν et Fµν .

(ii) Exprimer ces termes en fonction de ααα
df= γ0γγγ, des matrices σσσ de Pauli et des champs E et B

associés à A.
4. Application au cas A0 = 0, A = 1

2B0 ∧ r, avec B0 uniforme et constant :
(i) Calculer E, B, ∇∇∇ · A.
(ii) En déduire l’équation à laquelle doit satisfaire ψ, en termes de A, B, L df= r ∧ 1

i∇∇∇ et S df= 1
2σσσ.
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91 Vérifiez que les définitions du produit chronologique �, du produit normal : . . . :, et de la contrac-
tion . . ., impliquent. . .

1. . . .pour un champ scalaire :

ϕ(x1)ϕ(x2) =

{ [
ϕ(+)(x1), ϕ

(−)(x2)
]

si t1 > t2,[
ϕ(+)(x2), ϕ

(−)(x1)
]

si t2 > t1 ;

2. . . . et pour les composantes d’un champ bispinoriel :

ψα(x1)ψβ
(x2) =


[
ψ(+)

α (x1), ψ
(−)

β (x2)
]
+

si t1 > t2,

−
[
ψ(−)

α (x1), ψ
(+)

β (x2)
]
+

si t2 > t1.

92 Vous vous interrogez fort légitimement sur l’exigence de microcausalité (la nullité du commutateur
de deux grandeurs physiques associées à des événements séparés par un intervalle du genre espace)
dans la théorie du champ de Dirac (dont la structure est déterminée par des anticommutateurs). A
ce propos, il importe de remarquer que les grandeurs physiques locales d’un champ de Dirac sont —
invariance oblige — toujours tensorielles (scalaires, “vectorielles”, etc.), et donc des formes bilinéaires
du champ, du type

ψα(x)ψβ(x) ×
(

qq. chose de
numérique

)
αβ

.

Il n’y a plus, ensuite, qu’à se laisser aller. . .

1. Montrez que

[
ψα(x)ψβ(x), ψρ(x

′)ψσ(x′)
]

=ψρ(x
′)

{
ψα(x)

[
ψβ(x), ψσ(x′)

]
+
−

[
ψσ(x′), ψα(x)

]
+
ψβ(x)

}
+

{
ψα(x)

[
ψβ(x), ψρ(x

′)
]
+
−

[
ψρ(x

′), ψα(x)
]
+
ψβ(x)

}
ψσ(x′).

2. Au moyen du développement en modes. . .
(i) Montrez que

[
ψα(x), ψβ(x′)

]
+

= 0.

(ii) Montrez que
[
ψα(x), ψβ(x′)

]
+

= iΣαβ(x − x′), avec Σ(x) df= (i∂/ − m)∆(x), où

∆(x) = −i

∫
d4k

(2π)4
e−ik·x ε(k) δ(k2 − m2),

fonction qui a été introduite lors de l’étude du commutateur du champ scalaire à des temps
quelconques.

3. En déduire que
[
ψα(x)ψβ(x), ψρ(x′)ψσ(x′)

]
est nul lorsque l’intervalle x−x′ est du genre espace.

93 A l’aide du développement en modes de l’opérateur de champ de Dirac libre,

1. . . . calculez 〈0|ψ(x)γµψ(x)|0〉,
2. . . . et 〈0| :ψ(x)γµψ(x) : |0〉.



Exercices de théorie quantique des champs 27

94 On étudie la collision d’un électron et d’un positron dans le repère dit du “centre de masse” (cas d’un
collisionneur). Electron et positron sont respectivement dans des états d’hélicité +1 et −1. On désire
calculer la section différentielle d’émission de deux photons de polarisations (transverses, cela devrait
aller sans dire) ε̂εε1 et ε̂εε2, le photon 1 étant émis à 900, dans l’angle solide d2k̂1.

1. Le processus qui nous intéresse et le choix d’axes qu’il est possible de faire (si l’on ne cherche
pas à compliquer les choses) sont les suivants,

et on note

{
p−

µ
}

=


ω

df=
√

p2 + m2,
0,
0,

p
df=

√
p2
−.

(i) Donnez les valeurs de toutes les composantes p+
µ, k1

µ, k2
µ, ε1

µ, ε1µ, ε2
µ, ε2µ.

(ii) Calculez les composantes kµ et kµ, et le carré k2 du moment de transfert, pour chacune des deux

définitions possibles : k
df= p− − k1 et k

df= p− − k2.

2. Au moyen des composantes de bispineurs de base trouvées en cours et en représentation de
Dirac :
(i) Quelles sont les valeurs des composantes u1α du bispineur associé à
l’électron incident ?
(ii) Quelles sont les valeurs des composantes de l’impulsion p+ dans le
repère {1̂′, 2̂′, 3̂′} ci-contre ?
(iii) Quelles sont les valeurs des composantes v′

1α du bispineur associé au
positron incident ?
(iv) En déduire les composantes v1α de ce même spineur dans le repère {1̂, 2̂, 3̂} (cf. exercice 83).

3. Montrez que l’élément de matrice de Feynman −iMfi correspondant au premier ordre de
perturbation non nul pour ce processus, vaut ie24mp/ω2 (sauf erreur, aussi probable qu’involontaire,
de ma part).

4. Montrez que la section efficace différentielle d’émission d’un photon dans (k̂1, d
2k̂1) vaut, en

fonction de Mfi, d2σ = (1/24(4π)2)(1/ωp)|Mfi|2d2k̂1.

5. En déduire que cette section efficace différentielle vaut, finalement, (e2/4π)2(m2p/ω5)d2k̂1.

95 Soit la théorie L = 1
2 (∂µϕ∂µϕ − m2ϕ2) − λ

4!ϕ
4.

1. Sans calcul. . .
(i) Rappelez celles des règles de Feynman de cette théorie que vous devez déjà connâıtre.
(ii) Dessinez le type de vertex auquel il faut s’attendre dans ladite théorie.

2. Calculez le facteur associé au vertex de cette théorie.
3. Mêmes questions pour la théorie L = 1

2 (∂µϕ∂µϕ − m2ϕ2) − µ
3!ϕ

3 − λ
4!ϕ

4.




